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Abstract  The dynamic systems state variable can be estimate by means of the recursive estimation, which is one technique that 
processes the measured data of the one determined system, sequentially, supplying estimates to each iteration of the algorithm.  
Amongst the recursive estimators, we detach the Kalman filter, that is capable to supply excellent estimates for the states of dynamic 
systems, from the measurements contaminated for noise. The Kalman filter algorithm is used for estimate dynamic system states and 
output in situations where the variable aren’t available all the moment and exactly thus, through the results, it is possible to verify the 
efficiency of this algorithm. In this work it is shown a virtual flow measurement instrument to under sampled systems using Kalman fil-
ter.  
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Resumo  As variáveis de estado de sistemas dinâmicos podem ser estimadas por meio da estimação recursiva, que é uma técnica 
que processa os dados medidos de um determinado sistema seqüencialmente, fornecendo estimativas a cada iteração do algoritmo. 
Dentre os estimadores recursivos, destaca-se o filtro de Kalman que é capaz de fornecer estimativas ótimas para os estados de sistemas 
dinâmicos, a partir de medições contaminadas por ruído. O algoritmo do filtro de Kalman pode ser usado para estimar os estados e a 
saída de um sistema dinâmico em situações, nas quais as variáveis não estão disponíveis a todo o momento e mesmo assim, a partir dos 
resultados, é possível verificar a eficiência deste algoritmo. Neste trabalho é apresentado um medidor virtual de vazão para sistemas 
sub-amostrados utilizando o filtro de Kalman 
 
Palavras-chave  Kalman, modelo, processos industriais, controle de processo. 

1  Introdução 
 

O controle de sistemas físicos sempre desem-
penhou um papel importante no avanço da engenha-
ria e da ciência. Devido ao avanço tecnológico atual, 
a necessidade de se controlar um sistema tornou-se 
essencial para processos industriais e de manufatura 
modernos.  

Em 1960, Ruldolph Emil Kalman propôs um al-
goritmo recursivo conhecido como filtro de Kalman, 
capaz de estimar variáveis de estado a partir de me-
dições ruidosas de um determinado sistema (Kalman, 
1960). O filtro de Kalman é um algoritmo recursivo 
concebido para ser aplicado em sistemas de dinâmica 
linear, com baixo esforço computacional, com apli-
cações nas mais diversas áreas, tais como navegação 
espacial e marítima, instrumentação de usinas nuclea-
res, modelagem demográfica, economia, robótica e 
processos industriais em geral. A função básica do 
filtro de Kalman é fornecer estimativa ótima dos es-
tados do sistema, predizer valores futuros de deter-
minadas variáveis ou melhorar a estimativa de variá-
veis em instantes anteriores. 

Sistemas sub-amostrados ou que podem ficar al-
gum tempo sem informações atuais de medição são 
comuns na área de robótica. Um veículo pode ter sua 
posição determinada por um sistema de satélites 
(GPS), porém a posição correta pode ficar indisponí-
vel dependendo dos obstáculos no caminho como 

túneis, prédios, dentre outros. Por outro lado, um 
sistema de determinação da posição do veículo por 
odometria por se basear na integração do desloca-
mento pode acumular erros e não apresentar a posi-
ção correta do veículo. A combinação da informação 
da posição do veículo dada pelo GPS mais a da odo-
metria pode ser realizada com a utilização do filtro 
de Kalman (Figueiredo, 2001). A mesma técnica  
pode ser estendida para a industria através da deter-
minação do modelo físico do processo, medição da 
variável de processo (mesmo que esta medição seja 
sub-amostrada) e combinação dos dois valores utili-
zando o filtro de Kalman. Tal procedimento pode ser 
estendido para sistemas de controle baseado em redes 
de computadores probabilísticas desde que a estampa 
de tempo da medição obedeça determinado período 
de amostragem e seja enviada junto com o resultado 
da medição. 

Os objetivos desse trabalho são: 
a) Mostrar a modelagem de um sistema físico 

real de medição de vazão na forma de espa-
ço de estados; 

b) Apresentar o funcionamento do algoritmo 
recursivo de estimação de estados baseado 
no filtro de Kalman; 

c) Aplicar o filtro de Kalman para estimação 
de estados de uma malha de vazão. 

O artigo está organizado da seguinte forma: na 
seção 2, são apresentados os conceitos básicos sobre 



 

o filtro de Kalman. Na seção 3, são apresentados: a 
planta onde foram realizados os testes, a modelagem 
do sistema e os resultados obtidos. Na seção 4, alguns 
comentários conclusivos. 

2 Modelagem Matemática de Sistemas Dinâ-
micos e estimação Recursiva 

 
O modelo matemático de um sistema é defini-

do como “um conjunto de equações usado para re-
presentar um sistema físico”, segundo o dicionário 
IEEE1. Nenhum modelo matemático de um sistema 
físico é exato e podemos melhorar a precisão de um 
modelo aumentando a complexidade de suas equa-
ções, porém nunca obteremos exatidão (Phillips, 
1996). Na modelagem matemática busca-se um mo-
delo que seja adequado ao problema apresentado, 
sem torná-lo excessivamente complexo. Na obtenção 
de um modelo matemático razoavelmente simplifica-
do, freqüentemente se torna necessário ignorar certas 
propriedades físicas inerentes ao sistema (Ogata, 
2003). O modelo pode ser preciso para uma determi-
nada entrada, mas completamente impreciso para 
outra entrada específica, pode ser válido em opera-
ções de baixa freqüência, poderá não ser válido em 
freqüências suficientemente altas, ou seja, o modelo 
de um sistema depende, entre outras coisas, do sinal 
de entrada. 

A identificação de sistemas possui uma etapa 
chamada de estimação de parâmetros de uma estru-
tura do modelo. Depois de selecionada a estrutura do 
modelo é possível calcular os parâmetros, por meio 
de um algoritmo apropriado, a partir de um conjunto 
de dados coletados do sistema. Basicamente existem 
duas classes de técnicas usadas para estimar os parâ-
metros de um modelo: estimação em batelada e esti-
mação recursiva. Na técnica de estimação em batela-
da todo o conjunto de dados deve estar disponível 
antes de se iniciar o processo de estimação, pois o 
vetor de parâmetros é calculado em um único conjun-
to de operações.  

Na estimação recursiva os dados medidos po-
dem ser utilizados seqüencialmente, ou seja, à medi-
da que são disponibilizados, atualizando constante-
mente o vetor de parâmetros do modelo. Existem 
diversos algoritmos capazes de realizar estimação 
recursiva, tais como: estimador recursivo estendido 
de mínimos quadrados, estimador recursivo de variá-
veis instrumentais, filtro de Kalman, dentre outros. O 
Filtro de Kalman é capaz de estimar as variáveis de 
estado de sistemas dinâmicos lineares representados 
por modelos em espaços de estados. Geralmente es-
tes sistemas possuem variáveis de estados que na 
prática são difíceis ou impossíveis de serem medidas. 

Os modelos são basicamente classificados co-
mo modelos determinísticos, onde não são modeladas 
incertezas de nenhuma natureza e os modelos esto-
cásticos, onde as incertezas são modeladas na forma 
de variáveis aleatórias (Aguirre, 2000). Quando se 
deseja investigar o comportamento de um sistema 

real, observando como ele responde a determinados 
tipos de entradas, é freqüentemente útil desenvolver 
um modelo matemático que represente adequadamen-
te alguns aspectos desse comportamento. Tal mode-
lagem pode ser feita, embasada nas teorias determi-
nísticas de forma tal que o modelo obtido é determi-
nístico, ou então, a partir das técnicas de análise de 
processos estocásticos, o que resulta em um modelo 
estocástico. 

Os modelos estocásticos apresentam em suas 
equações os termos referentes ao ruído de processo e 
ruído de medição, conforme apresentado abaixo: 
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Os sistemas (1) e (2) representam processos 

estocásticos multidimensionais, sendo xk os estados 
do sistema, yk a saída do sistema, wk e w os vetores 
de ruído de processo e ek e e os vetores de ruído de 
medição. O filtro de Kalman aborda o problema geral 
de se tentar estimar os estados de um sistema repre-
sentado por um modelo estocástico.  
 
2.1 Filtro de Kalman 

 
O filtro de Kalman objetiva estimar as variá-

veis de estado de sistemas representados por modelo 
em espaços de estados. Tal procedimento é muito útil 
em situações na qual é desejável que todas as variá-
veis de estado do modelo estejam disponíveis. A 
medição direta de todos os estados é uma tarefa im-
possível em muitas aplicações reais, fazendo com que 
se torne necessário estimá-los. Essa estimação pode 
ser realizada por estimadores recursivos apropriados, 
de maneira análoga à estimação de parâmetros reali-
zada em procedimentos de identificação de sistemas. 

Os problemas de estimação de estados geral-
mente são abordados de três maneiras distintas, e 
para cada uma dessas abordagens é usado um termo 
diferente na literatura. Para que se possa fazer uma 
distinção entre esses termos é interessante considerar 
a seguinte situação. Um sinal k

i
kk eyy += , sendo 

i
ky  uma parcela ideal sem ruído e ek uma parcela de 

ruído, é medido de foram que todos os valores 
y0,...,yk são conhecidos. A partir dessa medição, o 
que se pode inferir com relação ao valor do sinal em 
um determinado instante ka, pode ser menor, igual ou 
maior que k. A determinação do instante até o qual se 
deseja estimar, dá origem a três termos diferentes, 
normalmente encontrados na literatura quando o as-
sunto é estimação de estados: 

a) ka < k. Deseja-se estimar os valores ape-
nas do passado dos estados. Este é um 
problema de interpolação. 



 

b) ka = k. Estimação de valores do presente. 
O estimador, nesses casos é chamado de 
filtro. 

c) ka > k. Quando se necessita dos valores 
dos estados em instantes futuros, usa-se o 
termo predição. 

 
2.2  Algoritmo do Filtro de Kalman 

 
A função do filtro de Kalman é estimar as va-

riáveis de estado de sistemas lineares a partir de me-
dições contaminadas por ruído. Para facilitar a com-
preensão do algoritmo, ele será apresentado conside-
rando-se um sistema unidimensional, ou seja, tem-se 
apenas uma variável a estimar. Dessa forma, as gran-
dezas envolvidas deixam de ser vetores, passando a 
ser escalares. 

Deseja-se estimar os valores de uma certa va-
riável aleatória escalar xk, a qual satisfaz a equação 
linear (3): 

11 −− += kkk waxx            (3) 
sendo que “a”, tem valor conhecido e w k-1 é um ruí-
do branco, gaussiano, de média zero e variância q. 

O primeiro passo é inicializar o algoritmo de 
forma adequada. Considera-se que a melhor estimati-
va inicial para x é conhecida, e será representada por 

0x̂ . Entretanto, supõe-se que haja um erro entre o 

valor real de  x0 e o valor estimado 0x̂ , cuja variân-
cia pode ser expressa por: 

[ ]2
000 x̂xEP −=              (4) 

De posse das condições iniciais, é possível 
calcular uma estimativa para a amostra seguinte, que 
será designada por 1

~x . De acordo com a equação (3), 
verifica-se que o valor real dessa amostra é: 

001 waxx +=                (5) 
Segundo Kalman, a melhor estimativa para x1 

é: 

01 ˆ~ xax =    (6) 
É possível constatar que essa é realmente a 

melhor estimativa, levando-se em conta o conjunto 
de informações que se tem disponíveis até então, pois 
não há como atribuir outro valor a w0 que não seja a 
média, definida como sendo nula. A variância do 
erro de estimação de 1

~x  é dada por: 
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Como não há correlação entre w e x, o último termo 
na equação anterior é nulo e a expressão simplificada 
é: 
 qpap += 0

2
1          (7) 

Na etapa seguinte, obtém-se uma medida da variável 
x, contaminada por ruído, conforme e seguinte equa-
ção: 

 111 ecxy +=                 (8) 
Sendo que y1 é a amostra do sinal medido, c é uma 
constante conhecida e e1 ruído branco, cuja variância 
é r. Caso o valor de y1 fosse estimado antes de se 
obter a medida, esse seria: 
 11

~~ xcy =                   (9) 

De acordo com as equações (6) e (9), 1
~x  e 1

~y foram 
obtidos a partir de valores obtidos no passado, ou 
seja, 0

~x nesse caso. Por esse motivo essas equações 
são chamadas de equações de predição. Segundo 
Kalman, a partir da medição de y1, é possível obter 
uma nova estimativa para x1, de acordo com a seguin-
te expressão: 
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sendo que k1 é o ganho de Kalman para o instante k = 
1. 
O termo 11

~yy − , conhecido como inovação, repre-
senta o erro ao estimar y1, sendo portanto proveniente 
das fontes:  
a) ruído de medição - equação (8); 
b) erro ao calcular 1

~x  - equação (6). 
Pode-se verificar, observando a equação (10), 

que o erro é multiplicado por um ganho k1, para então 
ser adicionado à estimativa 1

~x ,de forma tal que essa 
estimativa é corrigida. Por esse motivo, a equação 
(10) é chamada de equação de correção.  

Para calcular o ganho k1  deve-se levar em con-
sideração a variância do erro de estimação: 
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Equação (11) 
 

Para que o erro de estimação seja mínimo e x̂  
seja uma estimativa ótima, é preciso minimizar o 
valor de p1 na equação acima. Isso é feito derivando-
se p1 em relação à k1 e igualando-se a expressão re-
sultante a zero. Seguindo-se esse desenvolvimento, 
verifica-se que o ganho de Kalman é dado por: 

( ) 1
1

2
11

~~ −+= rpcpck  (12)   
As equações (5), (7), (9), (10), (11) e (12), re-

escritas de forma generalizada, podem ser reunidas 
compondo o algoritmo recursivo, que recebe o nome 
de Filtro de Kalman: 
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Para que possa ser aplicado em sistemas mul-
tidimensionais, torna-se necessário fazer pequenas 
alterações no algoritmo (13), permitindo que sejam 
realizadas algumas operações matriciais: 

).~(~ˆ
,)1(~)1(

,)~(~
,~

,~~
,ˆ~

1
1

1

kkkkk

T
kk

T
kkkk

T
kkk

T
kk

kk

kk

yyKxx
RKKCKPCKP

RCPCPCK
QAAPP

xCy
xAx

−+=
+−−=

+=
+=

=
=

−
−

−

(14) 

3  Estimação Recursiva Aplicada a um Sistema 
Dinâmico 

 
3.1 Sistema Dinâmico 

 
O sistema dinâmico escolhido foi uma malha 

de vazão da Planta Didática Smar, o qual está insta-
lado no laboratório de Controle e Automação do Uni-
lesteMG, conforme apresentada na Figura 1. 

 
Figura 1 - Planta Didática Smar 

 
O objetivo da Planta é demonstrar didatica-

mente a operação das diversas malhas de controle, 
utilizando os mesmos equipamentos e ferramentas de 
configuração, desenvolvidos para aplicação em con-
trole industrial. A Planta Didática é monitorada e 
operada de uma estação, constituída de um micro-
computador do tipo PC e um software de supervisão, 
que efetua a aquisição de dados dos equipamentos e 
os apresentam por meio de animações de telas. O 
sistema de supervisão ProcessView, instalado no 
microcomputador do tipo PC, é um software que 

permite monitorar e atuar no sistema em funciona-
mento, disponibilizando ao usuário ferramentas de 
criação de telas de sinótico, registros gráficos, trata-
mento de alarmes, relatórios, bancos de dados, trans-
ferência de informações para outros aplicativos e 
visualização em múltiplos monitores. A planta possui 
também um Controlador Lógico Programável (CLP), 
integralmente modular, chamado LC700, com uma 
CPU e módulos Fieldbus que interagem com os ins-
trumentos de campo, que possuem também comuni-
cação em Fieldbus. 

A malha de vazão, selecionada como sistema 
dinâmico, possui uma bomba hidráulica responsável 
pela circulação de água pelas tubulações e tanques, 
um transmissor de pressão diferencial, com comuni-
cação em fieldbus, que é usado em conjunto com um 
orifício integral para medição de fluxo de água. 

 A malha de vazão também possui uma válvula 
de controle de fluxo de água, a qual possui um posi-
cionador, com comunicação em fieldbus. O posicio-
nador produz uma pressão de saída requerida para 
posicionar a válvula de controle, conforme entrada 
recebida pela rede Fieldbus. Devido a tecnologia 
Fieldbus usada pelos instrumentos de campo, assim 
como o sistema de supervisão ProcessView, o qual é 
construído a partir da tecnologia aberta OPC,  pode-
se usar o Matlab, para através do servidor OPC, co-
municar-se com os instrumentos da planta.  

 
3.2 Identificação do Sistema Dinâmico 

 
A identificação do sistema dinâmico, ilustrado 

na Figura 2, foi realizada pelo método de resposta 
transitória de um sistema submetido a uma excitação 
degrau, com condição inicial em repouso, com valor 
nulo da variável de saída. Assim o sistema apresentou 
oscilações amortecidas, antes de alcançar o estado 
estacionário, caracterizando um sistema de segunda 
ordem sub-amortecido.  

 
Figura 2 - Malha de vazão planta didática.  

 
A partir do gráfico da resposta transitória do 

sistema submetido a um degrau de 25%, Figura 3, foi 
possível analiticamente estimar os valores de máximo 
valor de ultrapassagem – Mp, tempo de subida – Tr, 
instante de pico – Tp e ganho em regime estacionário 
– ke. 



 

 

 
Figura 3 – Resposta do sistema real e sistema identificado 
 
O sistema dinâmico foi representado na forma 

de função de transferência: 
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Onde Y(s) é a transformada de Laplace da va-
zão medida (sinal de saída) e U(s) é a transformada 
de Laplace da posição de abertura da válvula de con-
trole (sinal de entrada). Os valores estimados foram ζ 
= 0,6 ; Wn = 2 rad/s ; K = 1,3. A função de transfe-
rência do sistema dinâmico ficou assim determinada: 

44,2
2,5

)(
)(

2 ++
=

sssU
sY       (16) 

A função de transferência convertida para a 
representação por espaço de estados é apresentada 
abaixo: 
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3.3 Estimação dos Estados do Sistema Dinâmico 

 
Para estimação dos estados do sistema dinâ-

mico foi desenvolvido um programa em Matlab ver-
são 7.0, o qual realiza comunicação com o servidor 
OPC da planta didática e com os instrumentos conec-
tados numa rede de comunicação em Fieldbus. 

O programa inicia criando e conectando um 
cliente OPC à planta da Smar. Após estabelecidas as 
condições iniciais da malha de vazão e do filtro de 
Kalman, o sistema dinâmico é representado na forma 
de espaços de estados (17). Em seguida, o programa 
estabelece os valores de 20, 80 e 50% para válvula de 
vazão. O programa executa o algoritmo do filtro de 
Kalman (14). O programa simula então a vazão atra-
vés do modelo sem o filtro de Kalman e disponibiliza 
todos os resultados na forma gráfica. 
 
3.4 Resultados 
 
Resultados do primeiro experimento: 

 
Figura 4 – Resultados com a atualização da vazão a cada 1 segun-

do. 
 

Na primeira simulação, a vazão real para o mo-
delo com filtro de Kalman é atualizada a cada segun-
do, assim como o calculo do ganho do filtro de Kal-
man. 

Pode ser observado que o modelo do sistema, es-
timado com um degrau de 25% de abertura da válvu-
la, sem o filtro de Kalman apresenta um resultado 
razoável para valores de vazão próximos à 400 l/h 
(litros por hora), cerca de 25% do range deste siste-
ma dinâmico. Mas para valores de vazão em torno de 
1200 l/h e em torno de 800 l/h o modelo do sistema 
sem o filtro de Kalman apresenta valores bem distan-
tes da vazão real, com erro chegando próximos aos 
500 l/h. 

Por outro lado, o modelo do sistema com filtro 
de Kalman sendo calculado a cada segundo, apresen-
ta-se como um estimador de estados do sistema. A 
vazão estimada pelo modelo com filtro de Kalman 
aproxima de forma muito eficaz a vazão real em toda 
a faixa simulada. Mesmo durante as mudanças brus-
cas da vazão, a vazão estimada apresenta-se com 
ótimos resultados. 

Resultados do segundo experimento: 

 
Figura 5 – Resultados com a atualização da vazão a cada 3 segun-

dos 
 

Na segunda simulação, a vazão real para o mo-
delo com filtro de Kalman é atualizada a cada três 
segundos, assim como o calculo do ganho do filtro de 
Kalman. 

O modelo do sistema sem o filtro de Kalman a-
presenta o mesmo resultado da primeira simulação. 

Sistema Real 

Modelo 



 

Enquanto o modelo do sistema com filtro de Kalman 
apresenta uma vazão estimada próxima à vazão real. 
Pode ser observado, que a cada 3 segundos, o ganho 
de Kalman é calculado/atualizado e, a vazão estima-
da, neste instante, coincide-se com a vazão real. Du-
rante o regime estacionário a vazão estimada pelo 
modelo com filtro de Kalman é muito próxima à va-
zão real.  

Durante as mudanças bruscas da vazão pode ser 
observada uma diferença maior entre a vazão estima-
da e a real, a qual é eliminada quando é calculado o 
ganho do filtro de Kalman.   
 

Resultados do terceiro experimento: 
 
Figura 6 – Resultados com a atualização da vazão a cada 5 segun-

dos 
 

Nesta terceira simulação, a vazão real para o 
modelo com filtro de Kalman é atualizada a cada 
cinco segundos, assim como o calculo do ganho do 
filtro de Kalman. 

O modelo do sistema sem o filtro de Kalman a-
presenta o mesmo resultado das simulações anterio-
res. Pode ser observado, que a cada cinco segundos, 
o ganho de Kalman é calculado/atualizado e neste 
instante, a vazão estimada pelo modelo coincide com 
a vazão real.  

Se comparado com a segunda simulação, ocorre 
uma diferença maior entre a vazão estimada e a vazão 
real, principalmente durante as mudanças bruscas da 
vazão. Mesmo assim, a resposta do modelo com o 
filtro de Kalman é muito melhor do que a resposta do 
mesmo sem o filtro de Kalman. 
 

5 Conclusão 
 
O Filtro de Kalman tem sido aplicado em diver-

sas áreas da ciência, por se tratar de um algoritmo 
recursivo que calcula as estimativas das variáveis 
minimizando o valor esperado da soma quadrática 
dos resíduos de estimação, capaz de estimar os esta-
dos de sistemas dinâmicos perturbados por ruído. 
Com este trabalho foi possível modelar um sistema 
físico real na forma de espaço de estados, investigar 
o algoritmo recursivo baseado-se no Filtro de Kal-
man e aplicá-lo para estimação de estados de um 
sistema dinâmico. 

A revisão bibliográfica e a experiência adquirida 
com os experimentos estudados neste trabalho mos-
traram que o uso do Filtro de Kalman para estimação 
de estados e saída de sistemas dinâmicos pode propi-
ciar bons resultados.    
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